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Tasenko V.I., Krutov A.V., Silkin S.A. Model of physical processes on the base of analogy of the characteristic equation of 

curves and compelled fluctuations.  The established analogy between the differential equation describing the form by a 

curve, and equation of the compelled fluctuations (ACF) is analyzed in the article. 

 

 

Данная задача важна, в частности, с точки зрения 

повышения точности аппроксимации кривых. С учетом 

установленной взаимосвязи (АВК) геометрической 

формы кривой с таким динамическим достаточно об-

щим природным явлением, как колебательный цикли-

ческий процесс, результаты исследования могут найти 

применение в вопросах управления, искусственного 

интеллекта, в теории распознавания образов [1] и т. п. 

Рассматриваемые при этом дифференциальные уравне-

ния широко используются в самых различных облас-

тях. Разнообразны и способы их интегрирования. В 

оригинальном изложении в [2] приводится способ ре-

шения уравнения ВК общего вида с помощью функции 

Грина, в [3] рассматривается своеобразный подход к 

решению нелинейных уравнений в связи с аналогией в 

теории жестко-пластичности и вязко-пластичности.  

Учитывая вышеизложенное, можно считать, что 

свойства решений, рассматриваемые здесь, также могут 

быть полезны в различных областях. 

В последнее время много внимания уделяется по-

иску кривых нового типа и способов их определения. 

Так, в [4] рассматриваются способы задания кривых и 

построения нормали и касательной к ним на основе 

принципа виртуальных перемещений. 

Вопрос подходящего выбора направления одной из 

осей координат для описания пространственных кри-

вых, принимаемой за ось аппликат, в рамках представ-

ленного способа классификации кривых рассматривал-

ся в [5]. При этом выбор направления оси аппликат 

определяется свойствами последовательности сопро-

вождающих базисов кривой. Некоторые другие пред-

посылки на основе свойств поверхностей обсуждались 

в [6].  

После того, как определено направление оси ап-

пликат, остается открытым вопрос о расположении 

начала и двух других осей системы координат по от-

ношению к телу кривой. Этот вопрос стоит, собствен-

но, и для плоских кривых. Даже в простейшем случае 

центральной кривой этот вопрос до конца неясен. На-

стоящим предпринимаются попытки по возможности 

продвинуть решение этой проблемы, которое связано с 

формой координатных уравнений кривых и выбором 

постоянных интегрирования. Такой выбор будет более 

осознанным, после того, как этим постоянным будет 

придан определенный смысл. 

 

Опорная функция кривой и аналогия 

вынужденных колебаний (АВК). Опорной функцией 

h плоской s-натурально параметризованной кривой  

r = r(ϕ(s)) будем называть алгебраическую величину  

h = −(rνννν), равную по абсолютной величине длине 

перпендикуляра, опущенного из данного полюса (в 

частности, из начала координат) на касательную в 

текущей точке кривой. Множество точек – оснований 

этих перпендикуляров называют подерой кривой 

относительно данного полюса. Для функции h плоской 

кривой с радиусом кривизны ρ и направленным углом 

ϕ поворота касательной имеем 

 

h = −(r νννν),  

 

h'(ϕ) = −(r'νννν) − (r νννν') = −(rνννν') = sgnϕ'(s)⋅(rττττs) = (r ττττϕ), 

 

h"(ϕ) = (r'ττττϕ) − (rττττϕ') = ρ − (rνννν) = ρ − h. 

 

Здесь ττττϕ – орт касательной, направленный в сторо-

ну, соответствующую росту направленного угла ϕ по-

ворота касательной. Таким образом, отсюда имеем  

(см. также [7] и др.) 

 

h"(ϕ) + h = ρ.              (1) 

 

Переходя от угла ϕ к новой переменной дифферен-

цирования – дуговой координате s, получим 

 

h"(s) − (k'/k)h'(s) + k2h = k(s).            (2) 

 

Как видим, соотношение (2) имеет вид хорошо изу-

ченного дифференциального уравнения вынужденных 

колебаний с «вязким» членом, а уравнение (1) – без 

такового. Таким образом, физическим вынужденным 

колебаниям кроме графика закона колебаний во време-

ни можно поставить в соответствие определенную кри-

вую, для которой по (2) роль кривизны, а по (1) – ради-

ус кривизны играет вынуждающая сила. Роль времени 

по (2) – дуга s, по (1) – направленный угол ϕ, состав-

ляемый касательной этой кривой с осью абсцисс, роль 

искомой функции времени в колебательном процессе – 

опорная функция h. Аналог элементарного импульса 

вынуждающей силы по (2): dϕ = kds (ϕ-аналог скоро-

сти), по (1) – ds = ρdϕ (s-аналог скорости). Наоборот, 
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для любой кривой с натуральным уравнением ρ = ρ(ϕ) 

можно указать колебания с соответствующими силами.  

Интересно, что теперь можно дать определенное 

толкование «работе» нормальной составляющей силы 

при движении точки единичной массы по криволиней-

ной траектории с постоянной (единичной) скоростью, 

которая ранее не рассматривалась. В данном случае это 

с точностью до размерности есть угол, на который 

повернется касательная к траектории, или интегральная 

кривизна A = ∫Fnds = ∫(mv
2/ρ)ds = ∫kds = ∆ϕ. С учетом 

аналогии АВК это отвечает полному импульсу вынуж-

дающей силы или другой величины в соответствующем 

колебательном процессе. И обратно, полный импульс 

вынуждающей силы за некоторое время при прямоли-

нейном колебании материальной точки отвечает инте-

гральной кривизне или полному углу поворота каса-

тельной плоской кривой с соответствующим радиусом 

кривизны. Слово «работа» для нормальной составляю-

щей силы мы взяли в кавычки, так как понятие работы 

формировалось как изменение такой меры движения, 

как кинетическая энергия материальной точки. Данная 

«работа» в совокупности с обычной работой касатель-

ной составляющей силы в общем случае движения 

материальной точки тоже характеризует изменение 

некоторой величины ϕmv2, как меры движения [8], 

которая, как видим, несколько отличается от кинетиче-

ской энергии: 

 

d(ϕmv2) = (2ϕFτ + Fν)ds; d(2ϕmv2/2) = 

(3) 

= (2ϕFτ + Fν)k−1dϕ.  

 

Существенным в данном выражении является то, 

что эта элементарная работа может рассматриваться 

как работа пары сил, момент которой не является за-

крепленным вектором, а также то, что при этом воз-

можны новые интегралы дифференциальных уравне-

ний движения [8]. 

Уравнение (2) в качестве «вынуждающей силы» 

имеет кривизну, «восстанавливающая сила» пропор-

циональна квадрату «вынуждающей силы», перемен-

ный коэффициент «вязкости» равен (lnk)′s, т. е. произ-
водной от натурального логарифма «вынуждающей 

силы».  

Приведенная аналогия задачи определения уравне-

ний кривой с помощью опорной функции с задачей 

исследования вынужденных колебаний представляет 

интерес, как для теории кривых, так и для выявления 

новых закономерностей в колебательных процессах 

различной природы, включая социальную и космологи-

ческую. Многие закономерности и понятия, присущие 

уравнению вынужденных колебаний, можно перенести 

на данную задачу получения уравнений кривой и исполь-

зовать для изучения ее свойств. Так, например, явления 

частотного резонанса и биений [4] тесно связаны с ис-

следованием свойств кривой. Периодическим колебани-

ям соответствуют замкнутые кривые и наоборот. 

Метод вариации постоянных в задаче о нахож-

дении уравнений аналоговой кривой. Рассмотрим 

основные моменты решения уравнения (2) вынужден-

ных колебаний методом вариации постоянных приме-

нительно к данной задаче определения уравнений ана-

логовой кривой. Как было показано выше, уравнение 

(2) сводится к уравнению (1) колебаний без «вязких 

сил» с «вынуждающей силой», пропорциональной 

радиусу кривизны. 

Если имеется дифференциальное уравнение выну-

жденных колебаний 

h&& (t) + λ2h = f(t), 

 

то его заменой ϕ = λt можно привести к виду  

 

h"(ϕ) + h = (1/λ2)f(ϕ/λ). 

 

Тогда в качестве радиуса кривизны ρ аналоговой 

кривой, соответствующей этим вынужденным колеба-

ниям, следует взять величину ρ = (1/λ2)f(ϕ/λ). 

Если же имеется кривая с радиусом кривизны ρ(ϕ) 

и уравнением (1): h"(ϕ) + h = ρ(ϕ) для опорной функ-

ции h, то этой кривой можно поставить в соответствие 

вынужденные колебания с вынуждающей силой  

f(t) = λ2ρ(λt), описываемые уравнением 

 

h&& (t) + λ2h = f(t). 

 

В силу вышесказанного, не меняя общности, будем 

рассматривать метод вариации постоянных для реше-

ния дифференциального уравнения вида (1). 

Для общего решения h(ϕ) неоднородного уравне-

ния (1) запишем 

 

h(ϕ) = hо.о. + hч.н.. 

 

Здесь общее решение hо.о. соответствующего одно-

родного уравнения имеет вид 

 

hо.о .= C1cosϕ + C2sinϕ. 

 

Частное решение hч.н. исходного неоднородного 

уравнения вариацией постоянных C1, C2 ищется в виде  

 

hч.н. = h1(ϕ)cosϕ + h2(ϕ)sinϕ.             (4) 

 

Из всех функций h1(ϕ), h2(ϕ), удовлетворяющих в 

составе hч.н. исходному неоднородному уравнению (1), 

обычно выбираются удовлетворяющие дополнитель-

ному условию 

 

h'1(ϕ)cosϕ + h'2(ϕ)sinϕ = 0.              (5) 

 

Тогда для h'1, h'2 имеем из (1) 

 

−h'1sinϕ + h'2cosϕ = ρ(ϕ).              (6) 

 

Так что, из (4), (6) получается следующее частное 

решение hч.н. [9] и его производная h'ч.н. 

 

hч.н. = h1(ϕ)cosϕ + h2(ϕ)sinϕ = 

 

= − cosϕ ∫ ϕϕϕ
ϕ
ϕ0

sin)ρ( d  + 

 

+ sinϕ ϕ∫ ϕϕρ
ϕ

ϕ

d

0

cos)( ,              (7) 
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h'ч.н.= sinϕ ϕ∫ ϕϕρ
φ

φ

d

0

sin)(  + cosϕ ϕ∫ ϕϕρ
ϕ

ϕ

d

0

cos)(  = 

 

= −h1(ϕ)sinϕ + h2(ϕ)cosϕ.             (8) 

 

При этом 

 

h'1(ϕ) = − ρ(ϕ)sinϕ, h'2(ϕ) = ρ(ϕ)cosϕ;            (9) 

 

h1(ϕ) = − ϕ∫ ϕϕρ
ϕ

ϕ

d

0

sin)( , h2(ϕ) = ϕ∫ ϕϕρ
ϕ

ϕ

d

0

cos)( .     (10)  

 

Краевые условия и уравнения кривой. 

Дифференцируя по ϕ функцию h = −(r νννν), получим 

 

(r νννν')=−h';  −(r ττττϕ)=−h'.  

 

Для ортов ττττϕ, νννν имеем 

 

ττττϕ = (cosϕ; sinϕ), νννν = (−sinϕ; cosϕ). 

 

Тогда для радиус-вектора r кривой можно записать 

 

r = (r ττττϕ)τϕ + (r νννν)νννν = h'ττττϕ − hνννν.          (11) 

 

Координатные уравнения кривой в ϕ-парамет-

ризации при этом будут иметь вид 

 

x = h'(ϕ)cosϕ + hsinϕ = h'(ϕ)cosϕ − (−h)sinϕ,         (12) 

 

y = h'(ϕ)sinϕ − hcosϕ = h'(ϕ)sinϕ + (−h)cosϕ.  

 

Запишем общее решение неоднородного уравнения 

(1) с учетом рассмотренного его частного решения 

 

h(ϕ) = hо.о. + hч.н. = C1cosϕ + C2sinϕ −  

– cosϕ ϕ∫ ϕϕρ
ϕ

ϕ

d

0

sin)(  + sinϕ ϕ∫ ϕϕρ
ϕ

ϕ

d

0

cos)( .       (13) 

 

Отсюда имеем  

 

h(ϕ0) = C1cosϕ0 + C2sinϕ0, h'(ϕ0) = 

(14) 

= −C1sinϕ0 + C2cosϕ0.   

 

Разрешая относительно C1, C2, получим  

 

С1 = h0 cosϕ0 − h'0sinϕ0 = −y0,  

 

С2 = h0sinϕ0 + h'0cosϕ0 = x0.           (15) 

 

Так как определитель системы отличен от нуля (си-

нус и косинус не обращаются одновременно в ноль), то 

отсюда следует, что C1 = C2 = 0, если h0 = h'0 =0. 

Отметим, что для конкретной кривой мы должны 

указать именно частное решение соответствующего 

дифференциального уравнения. При использовании 

данной версии метода вариации постоянных, характе-

ризующегося специальным способом выбора частного 

решения, в задаче о кривых оказывается, что этот спе-

циальный выбор влечет за собой специальное распо-

ложение системы координат по отношению к телу кри-

вой, соответствующей дифференциальному уравнению. 

Именно, если положить C1 = C2 = 0, то это будет озна-

чать, что начало при любом ϕ0 должно быть располо-

жено на кривой и именно в точке, являющейся ее вер-

шиной (x0 = y0 = h(ϕ0) = h'(ϕ0) = 0). 

Если только C1= 0, (C2 ≠ 0), то y0 = 0 и исходная 

точка кривой лежит на оси абсцисс. 

 

x0 = C2 = h'0
0

2'
0

2
0

000
0

0 sinsin
'

h

hh
h

h

h +
=ϕ+ϕ sinϕ0. 

 

Угол ϕ может быть равен нулю, если только  

x0 = C2 = 0, то есть, если h'0 = 0 и значит, начало долж-

но быть в вершине, а при ϕ = π/2, x0 = C2 = 
0

2'
0

2
0

h

hh + .  

Если C2 = 0, C1 ≠ 0, то x0 = 0, исходная точка лежит 

на оси ординат 

 

y0 = C1 = −

0

'
0

'
0

h

hh
cosϕ0 − h0cosϕ0 = −

0

2'
0

2
0

h

hh + cosϕ0. 

 

Угол ϕ0 при данных условиях не может для не вер-

шины быть равным π/2, а при ϕ0 = 0,  

y0 = C1 = −

0

2'
0

2
0

h

hh +
; если исходная точка при этом – 

вершина, то y0 = C1 = −h0. 

Подставим функцию h(ϕ) = hо.о. + hч.н. в уравнения 

(12) кривой, получим 

 

x = h'ч.н.(ϕ)cosϕ + hч.н.sinϕ + C2, 

 

y = h' ч.н.(ϕ)sinϕ − h ч.н.cosϕ − C1.           (16) 

 

Заметим, что общее решение hо.о. однородного 

уравнения обращает свою часть в уравнениях кривой в 

константы и получается ответственной только за рас-

положение начала координат по отношению к телу 

кривой. Частное решение в таком виде удовлетворяет 

нулевым начальным значениям h'ч.н.(ϕ0) = hч.н.(ϕ0) = 0 

при любом ϕ0, которое используется в начальных усло-

виях всей задачи [9, с. 98] и, следовательно, не несет 

ответственности за начальные условия. Последнее го-

ворит о чисто вынужденном характере частного реше-

ния hч.н. = h1(ϕ)cosϕ + h2(ϕ)sinϕ, которым оно обладает 

благодаря специальному его выбору, отмеченному вы-

ше. Ясно, что частное решение в целях изучения 

свойств кривых можно выбрать и другим способом, 

например, сообразно с краевыми условиями, которые 

также могут быть поставлены с переходом к задаче о 

собственных значениях, или в соответствии с обобще-

нием метода вариации постоянных нахождения частно-

го решения [9, с. 103–105], [10]. Однако здесь ограни-

чимся рассмотрением лишь задачи Коши при обычном 

методе вариации постоянных. 

Так как по (15) C1 = −y0, C2 = x0, то уравнения (16) 

примут вид формул ортогонального преобразования коор-

динат векторов r − r0 = (x − x0; y − y0), Hф = (hч.н., h'ч.н.) 

 

x − x0 = hч.н.sinϕ + h'ч.н.(ϕ)cosϕ, 
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y − y0 = h ч.н.cosϕ − h' ч.н.(ϕ)sinϕ.           (17) 

 

Эти координатные уравнения можно записать в еще 

более простом виде  

 

x − x0 = h2, y − y0 = −h1.           (18) 

 

Или в векторно-матричной форме 

 

r − r0 = AHф = BH, A = 








ϕϕ

ϕ−ϕ

sincos

cossin
, 

 

B = 








ππ−

ππ

/2 cos/2 sin

/2 sin/2 cos
 = 










− 01

10
,          (19) 

 

где 

 

Hф = (hч.н.,h'ч.н.) = (h1(ϕ)cosϕ + h2(ϕ)sinϕ, 

(20) 

−h1(ϕ)sinϕ + h2(ϕ)cosϕ), H = (h1, h2).   

 

Из (14) с учетом (15) имеем 

 

h0 cosϕ0 − h'0 sinϕ0 = −y0,  

(21) 

h0 sinϕ0 + h'0 cosϕ0 =x0 .  

 

Разрешим эту систему относительно h0, h'0 , полу-

чим 

 

h0 = x0 sinϕ0 − y0 cosϕ0 = ρ0−h»0, 

 

h'0 = x0cosϕ0 + y0sinϕ0. 

Здесь h0, h'0 есть соответственно ориентированное 

расстояние от начала координат до касательной и до 

нормали, полярный радиус точки подеры кривой и ее 

эволюты. 

Сумма квадратов этих величин есть квадрат поляр-

ного радиуса точки кривой. Формулы (21) связывают 

исходную точку (x0, y0) кривой с расположением осей в 

окрестности этой точки. 

Эвольвентно-центроидное представление кривой. 

Кривая, рассматриваемая как эвольвента своей эволю-

ты, представляет собой траекторию (рулетту) некото-

рой точки прямой – касательной эволюты; при этом 

касательную можно рассматривать как подвижную 

центроиду, в то время как неподвижной центроидой 

является эволюта данной кривой-эвольвенты.  

С другой стороны, любую кривую как годограф пе-

ременного вектора плоскости можно рассматривать как 

окружность переменного радиуса. Это следует из  

полярных уравнений кривой-годографа: r = r(ϕ),  

x = r(ϕ)cosϕ, y = r(ϕ)sinϕ; x2 + y2 = r2(ϕ) ≡ a2(ϕ). Тогда 

эволюту данной кривой тоже можно считать окружно-

стью переменного радиуса, а саму кривую – траектори-

ей (рулеттой) точки прямой при ее качении по этой 

окружности. Аналогично, обращая движение, кривую 

можно считать также траекторией точки окружности 

переменного радиуса a(ϕ) при ее качении по прямой, 

т. е. некоторым обобщением циклоиды. При этом для 

сохранения определенной связи с прямым движением, 

в обращенном движении необходимо рассматривать, в 

частности, траекторию характерной точки, жестко свя-

занной с окружностью и совпадающей с точкой кон-

такта в исходном положении в прямом и обращенных 

движениях. Точка, описывающая данную кривую, мо-

жет браться и не на самой прямой линии (в прямом 

движении) или на окружности (в обращенном движе-

нии), а быть жестко связанной с ними, удаленной от 

точки контакта, например, в направлении нормали на 

фиксированное расстояние (обычно от центра окруж-

ности – на aλ), но совпадающая в своих исходных по-

ложениях в прямом и обращенном движениях. Тогда 

будет иметь место удлиненная или укороченная эволь-

вента окружности и, соответственно, удлиненная или 

укороченная циклоида. Таким образом, мы естествен-

ным путем приходим к эвольвентно-циклоидальному 

представлению кривых.  

Радиус a катящейся окружности может изменяться 

по нашему усмотрению каким-либо способом, напри-

мер, в зависимости от характеристик кривой. Рассмот-

рим один из таких способов, основанный на эвольвент-

но-кинематической модификации интегрирования по 

частям, см., например, [11]. Пусть имеется произволь-

но p-параметризованная кривая r = r(p) = (x(p), y(p)). 

Пользуясь возможностью одну их координат выражать 

произвольной функцией параметра, введем новую  

V-параметризацию следующим образом  

 

x = ∫UdV + C, y = V2/2 + C.            (22) 

 

Тогда имеем  

 

x'(V) = U, y'(V) = V,U/x'(p) = V/y'(p);  

(23) 

Udy − Vdx = 0.  

 

Обозначим через a четверть квадрата радиус-

вектора годографа скорости текущей точки кривой при 

изменении числового параметра V, угол наклона каса-

тельной кривой – через ϕ, получим 

 

x'2(V)+y'2(V)=U2+V2=4a,           (24) 

 

x'(V)/[x'2(V) + y'2(V)]1/2 =x'(V)/[U2 + V2]1/2 = 

= U/(4a)1/2 = cosϕ, 

 

y'(V)/[x'2(V) + y'2(V)]1/2 = y'(V)/[U2 + V2]1/2 

(25) 

= V/(4a)1/2 = sinϕ.   

 

Воспользуемся компонентой несколько обобщен-

ной векторной формулы интегрирования по частям 

[11] 

 

2∫UdV = UV + ∫(UdV − VdU),          (26) 

 

найдем, с учетом (22), (24), (25), уравнения данной 

кривой в ϕ-параметризации 

 

x = ∫UdV = a(2Φ + sin2ϕ) + С1,  

(27) 

y = a(1 − cos2ϕ) + С2,  

 

a2Φ = ∫ad(2ϕ).            (28) 
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Из этих уравнений видно, что кривую можно рас-

сматривать как траекторию точки окружности пере-

менного радиуса a(ϕ), катящейся без скольжения снизу 

по прямой Y = 2a, которая сама перемещается поступа-

тельно в ортогональном ей направлении. Такую кри-

вую-траекторию можно назвать обобщенной циклои-

дой, так как она обладает аналогичными свойствами и 

ее частным случаем при a = const является обычная 

циклоида [12]. 

Отметим, что представление кривых в циклоидаль-

ной форме имеет важное теоретическое и прикладное 

значение. Так, в [13] со ссылкой на [14] отмечается, 

что очередным этапом развития теории Бурместера 

аппроксимации кривых-траекторий в задачах синтеза 

механизмов является исследование таких точек пло-

ской фигуры, которые в определенном числе положе-

ний лежат не на окружности или прямой (как обычно), 

а на других кривых, которые могут быть вычерчены 

простейшими механизмами, в частности, на циклоиде, 

что в последующем привело к построению циклои-

дальной теории Бурместера [14]. 

Продифференцируем по ϕ любое одно из уравне-

ний (27), получим дифференциальное уравнение для 

определения a(ϕ) при заданном радиусе кривизны ρ(ϕ) 

 

2a'sinϕ + 4acosϕ = ρ.                                         (29) 

 

Как видим, это уравнение не содержит промежу-

точный параметр V, с помощью которого мы первона-

чально ввели величину a, если радиус кривизны ρ кри-

вой задан в функции угла ϕ, например. Поэтому теперь 

эту величину можно определить как функцию, удовле-

творяющую уравнению (29) и, следовательно, такую, 

что уравнение кривой с тем же радиусом кривизны ρ, 

что и в (29), с ее помощью записывается в виде обоб-

щенной циклоиды (27), (28). Таким образом, функция 

a(ϕ) кривой является переменным радиусом кривой – 

«окружности», точкой которой описывается данная 

кривая при качении без скольжения окружности по 

параллельно самой себе перемещающейся прямой. 

Параметр V при известных a(ϕ), ρ(ϕ), может быть при 

необходимости определен интегрированием из (24). 

Если положить, в частности, V = ϕ, то 

x'(V) ≡ U = x'(ϕ) = ρcosϕ, и для переменного радиуса a 

катящейся окружности получаем  

 

a = (1/4)(ρ2cos2ϕ + ϕ2); ρ = (4a − ϕ2)1/2/cosϕ.          (30) 

 

a' = (1/4)(2ρρ'cos2ϕ − ρ2sin2ϕ + 2ϕ). 

 

Подстановка этого радиуса окружности и его про-

изводной в (29) дает дифференциальное уравнение для 

радиуса кривизны  

 

[ρρ'cos2ϕ − (ρ2/2)sin2ϕ + ϕ]sinϕ + 

 

+ (ρ2cos2ϕ + ϕ2)cosϕ = ρ.            (31) 

 

Подстановка ρ из (30) в (29) дает дифференциаль-

ное уравнение относительно a 

 

2a'sinϕ + 4acosϕ = (4a − ϕ2)1/2/cosϕ; 

 

a'sin2ϕ + 2a(1 + cos2ϕ) = (4a − ϕ2)1/2.          (32) 

 

Т.о., в любом случае в итоге получим уравнения 

конкретной кривой.  

Пример. Аналоговая кривая для вынужденных 

колебаний с гармонической вынуждающей силой. 

Геометрический аналог резонанса. В [4, с. 180] 

приведены выражения для функций h1, h2 в частном 

решении и само частное решение дифференциального 

уравнения вынужденных колебаний, которое имеет 

частоту и фазу вынуждающей силы, а амплитуда 

обратно пропорциональна разности квадратов 

вынуждающей и собственной частот. С учетом 

аналогии АВК это частное синусоидальное решение 

может рассматриваться как частное решение для опор-

ной функции h в зависимости от угла ϕ поворота каса-

тельной, которым заменяется время в вынужденных 

колебаниях. Представляет интерес выяснить, какая 

кривая соответствует этим вынужденным колебаниям. 

Ясно, что радиус кривизны этой кривой есть синусои-

дальная функция угла ϕ.  

Уравнениями плоской кривой общего вида в тер-

минах h, ϕ являются уравнения (12): 

 

x = h'(ϕ)cosϕ + hsinϕ = h'(ϕ)cosϕ − (−h)sinϕ, 

 

y = h'(ϕ)sinϕ − hcosϕ = h'(ϕ)sinϕ + (−h)cosϕ.  

 

Если по известному h мы найдем h' и подставим 

сюда, мы получим уравнение интересующей нас кри-

вой. Пусть ρ(ϕ)=bcos(υϕ+β), тогда имеем 

 

h1 = (b/2){[(1 + υ)−1cos[(1 + υ)ϕ + β] + 

+ (1 − υ)−1cos[(1 − υ)ϕ − β]}, 

 

h2 = (b/2){[(1 − υ)−1sin[(1 − υ)ϕ − β] + 

+ (1 + υ)−1sin[(1 + υ)ϕ + β]}.          (33) 

 

hч.н. = b(1 − υ2)−1cos(υϕ + β),  

 

h =hо.о.+hч.н.= C1cosϕ+C2sinϕ+b(1−υ2)−1cos(υϕ+β), 

 

h' = −C1sinϕ + C2cosϕ − bυ(1 − υ2)−1sin(υϕ + β). 

 

Подставляя в (12), найдем 

 

x = C2 + b(1 − υ2)−1[υsin(υϕ + β)cosϕ + 

+ cos(υϕ + β)sinϕ], 

 

y = −C1 − b(1 − υ2)−1[υsin(υϕ + β)sinϕ + 

+ cos(υϕ + β)cosϕ]. 

 

Опуская случай малого отклонения υ от единицы 

(случай биений), рассмотрим случай совпадения часто-

ты υ с 1 (υ=1) (явление резонанса в физических коле-

баниях). Имеем 

 

h1 = (b/2)[(1/2)cos(2ϕ + β) + ϕsinβ] = 

 

= (b/4)[cos(2ϕ + β) + 2ϕsinβ], 

 

h2 = (b/2)[(1/2)sin(2ϕ + β) + ϕcosβ] = 

 



Вестник ТГУ, т.12, вып.2, 2007 

 

 254

= (b/4)[sin(2ϕ + β) + 2ϕcosβ].          (34) 

 

hч.н. = (b/2)[(1/2)cos(ϕ + β) + ϕsin(ϕ + β),  

 

h = hо.о. + hч.н. = C1cosϕ + C2sinϕ + 

+  (b/2)[(1/2)cos(ϕ + β) + ϕsin(ϕ + β)] 

 

h' = −C1sinϕ + C2cosϕ + (b/2)[−(1/2)sin(ϕ + β) + 

sin(ϕ + β) +ϕcos(ϕ + β)]. 

 

x = C2 + (b/4)[sin(2ϕ + β) + 2ϕcosβ],          (35) 

y = −C1 + (b/4)[−cos(2ϕ + β) + 2ϕsinβ]. 

 

Получили несколько обобщенную циклоиду. Пусть 

при ϕ = 0 также x = y = 0, тогда 

 

C1(β) = −(b/4)cosβ, C2(β) = −(b/4)sinβ, 

 

x = (b/4)[2ϕcosβ + sin(2ϕ+β)] − (b/4)sinβ,              (36) 

 

y = (b/4)[2ϕsinβ − cos(2ϕ + β)] + (b/4)cosβ. 

 

Сравнение с уравнениями (34) показывает, что эта 

кривая получается, как и должно, поворотом на прямой 

угол кривой (34), как радиус-вектора ее точек, и парал-

лельным переносом. 

В частности, при β=0 имеем обычную циклоиду. 

 

x − C2 = (b/4)(sin2ϕ + 2ϕ), y + C1 = (b/4)(1 − cos2ϕ) − b/4. 

 

Таким образом, явлению резонанса в вынужденных 

колебаниях соответствует в качестве аналоговой кри-

вой циклоида и тем подтверждается математическое 

определение циклоиды как кривой, имеющей синусои-

дальную зависимость радиуса кривизны от угла пово-

рота ее касательной. 

Свойства аналогии вынужденных колебаний. 

Аналогия вынужденных колебаний (АВК) в теории 

кривых обнаруживает следующие их свойства.  

1. Вынужденным колебаниям соответствует неко-

торая плоская кривая. 

Направленный угол ϕ поворота ее касательной со-

ответствует времени (что позволяет формально обра-

щать время), радиус ρ кривизны в функции угла ϕ есть 

вынуждающая сила; геометрическим векторам, в част-

ности, векторам касательной и нормали этой модели-

рующей (аналоговой) кривой соответствуют некоторые 

векторы, вычисляемые по тем же формулам через угол-

время t – ϕ. 

2. Если поместить начало векторов ττττ, ρρρρ, H, Hф в од-

ну точку, то оказывается, что угол между вектором Hф 

и вектором H равен ϕ (интервал времени протекания 

колебательного процесса отсчитывается независимо от 

геометрической системы отсчета и системы координат 

как арифметизированного пространства). 

Величина угла α (tgα = h'ч.н./hч.н.), существующего 

независимо от геометрической системы отсчета, в ко-

торой мы изображаем кривую, может служить времен-

ной характеристикой процесса, связанной с его фазой и 

направлением протекания (например, процесса разви-

тия Вселенной). 

При возможности измерения этой и других величин 

можно с учетом найденных закономерностей пытаться 

определить текущую фазу и при наличии подходящей 

модели (кривой) узнать историю и осуществить про-

гноз дальнейшего хода развития процесса. 

3. При восстановлении координатных уравнений 

кривой по ее кривизне с помощью опорной функции 

приходим к дифференциальному уравнению вынуж-

денных колебаний. В процессе решения этого уравне-

ния, при поиске частного решения методом вариации 

постоянных на последнее накладывается требование 

ортогональности. Если еще наложить требование цик-

лоидальности, то в качестве искомой получается кон-

кретная кривая – парабола. Парабола, как известно, 

является траекторией материальной точки в централь-

ном поле сил тяжести и в его однородном приближе-

нии. Это связывает силовое и геометрическое формо-

образование кривых. Кроме того, данная ситуация мо-

жет послужить ключом к тому, чтобы уравнение дина-

мики Ньютона рассматривать как существование опре-

деленной параметризации кривой-траектории [2]. 

 

r − r0 = (h2, −h1) = h'ττττ − hνννν − r0,  

 

h1 = − ∫ ϕϕρϕ
ϕ0

sin d , h2 = ∫ ϕϕρϕ
ϕ0

cos d , 

 

H = (h1, h2) = ∫ φφ
φ0

dρρρρ  = ∫ ϕρϕ
ϕ0

dνννν , 

 

Hф = (hч.н., h'ч.н.) = (Hτ , Hν), 

 

H' = ρρρρ = ρνννν = (−ρsinϕ, ρcosϕ). 

 

Эти свойства оставались незамеченными в теории 

колебаний, вероятно, в силу того, что геометрические 

аспекты вообще оставались в стороне, а также в силу 

того, что ограничения (5) на частное решение неодно-

родного уравнения использовались для упрощения 

процедуры интегрирования и отбрасывались после 

этого без дальнейшего рассмотрения, как уже исполь-

зованные и потому якобы ненужные. 

Заключение. Можно предположить, в грубом при-

ближении, что функционирование мозга, как модели 

искусственного интеллекта, осуществляется через по-

средство электромагнитных взаимодействий при про-

текании биотоков по разветвленной сети из проводни-

ков и других структурных элементов, осуществляющих 

операции логической цепочки. При достижении опре-

деленного критического количества информации, 

предполагающейся истиной или правдоподобной, по-

сле ее статистической обработки на непротиворечи-

вость путем сравнения с заложенной в банке данных, 

происходит замыкание последовательных участков 

цепи (которые могут содержать и параллельные эле-

менты), разблокировка общей магистрали, по которой 

начинается лавинное течение биотока, индуцирующее 

процессы, приводящие к эвристической эмоционально-

сти. 
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Рис. 1. К свойствам решений дифференциального уравнения вынужденных колебаний 

 

Будем исходить из того, что биотоки носят колеба-

тельный характер и их изменение описывается в одно-

мерном временном измерении. Тогда, учитывая, что 

homo sapiens функционирует в пространстве четырех-

мерном (пространственно-временном), становится по-

требным механизм преобразования одномерных элек-

трических колебаний в плоские и пространственные 

образы [16, 17]. Одним из таких механизмов и является 

данная аналогия (АВК), которая дает возможность пере-

хода от одномерных величин к их плоским образам. Пе-

реход в пространство можно осуществить с помощью 

моделей, рассмотренных в [11], где соотношения на 

плоскости, в частности, одномерные интегралы, рас-

сматриваются как компоненты годографа скорости 

текущей точки некоторой пространственной кривой. 
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